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  : فصل چهارم 

  نسبتهاي مثلثاتي
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  واحدهاي اندازه گيري زاويه 
 هـر كنيم اندازه زاويه مركز ي روبه رو بـه           قسمت مساوي تقسيم     360اگر محيط دايره را به     :درجه) 1

  .هم نمايش مي دهند   
1  را يك درجه گويند و باكمان

 كمان قسمت مساوي تقسيم كنيم اندازه زاويه مركزي روبه روهر 400اگر محيط دايره به  :گراديان )  2

  با نمايش مي دهند gr1 مي گويند و ديانرا يك گرا

اسـت كـه برابـر شـعاع دايـره اسـت وبـا              ي از دايـره     اندازه زاويه مركزي روبه رو به كمان      :راديان  )3
rad1 مي دهندنشان   

  

                                                      
                                                                   r 

  

  

   زير بر قرار استهي اندازه گيري زاويه رابطواحدها بين :نكته 
D G R

π
= =

360 400 2
              

D D R

π
= =

180 200
 

  ؟ درجه چند راديان و چندگراديان  است30:مثال 
gr

D G G
G G G= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

30 200 100
200 6

180 180 200 200 6 3
 

 

π:مثال 
3

  ؟ چند درجه چند است

D D D
D D

π
π
π

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = 01 1803 60
8180 180 3 180 3 3
1

 

,
gr

G R G G
G

π
π

π π
= ⇒ ⇒ = ⇒ =

2003
8200 200 200 3 3
1

 

  

     واحد اضافه شود           50  درجهاگر به اندازه زاويه بر حسب: تمرين

   ؟اندازه زاويه بر حسب گراديان بدست مي آيد اين زاويه چند درجه است

  

  

D R R
R R

ππ
π π

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
3

6
180 180 6
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=>!?# @AB  
CDو 

  F# @AB!ور
CDو 

=>!?# @AB  
 F# @AB!ور

  F# @AB!ور
=>!?# @AB 

  :نسبتهاي اصلي
         C 

AC

BC
               =  sinα = 

                                             

  AB

BC
         = =        cosα  B A 

 
AC

AB
=                 = tgα  

  
AB

AC
=                = cotα 

 
 

  نسبتهاي فرعي 

                                                                                 sec
cos

α
α

=
      سكانت1

                                                                               cos
sin

ecα
α

=
     كسكانت1

 

-------- --- ------- --------- --- ------- --------- --- ------- ---------  

sin                                 :نتايج cos
AC AB AC AB BC

BC BC BC BC
α α +
+ = + = = =

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 1  

           

                                                                 sin cosα α+ =2 2 1   
 

  
cos

cot
sin

g
α α
α

=                      
sin

cos
tg

α α
α
= 

 

                      .cottg gα cot       يا    1= g
tg

α
α

=
     يا    1

cot
tg

g
α

α
=

1
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  نشان دهيد:مثال

cot)    الف
sin

g α
α

+ =
121
2        

  

)     ب
cos

tg α
α

+ =
121
2            

 

                          sin α2     دو طرف تقسيم   

sin cosα α+ =2 2 1                   
sin cos

sin sin sin

α α
α α α
+ =

2 2

2 2 2

1
 

 

cot
sin

g α
α

+ =2
2

1
1  

  

sinاگر  :مثال cosx x+ =
1
3

                 sinx.cosx را بدست آوريد   

  

                  

(sin cos ) ( )

sin sin .cos cos

sin .cos sin.cos

sin .cos sin.cos sin cos

x x

x x x x

x x x

x x x x x

+ =

+ + =

+ = ⇒ = − = −

−
⇒ = − ⇒ = ⇒ = −

2 2

2 2

1
3

1
2

9
1 1 8

1 2 2 1
9 9 9

8
8 892

29 18
1

    

  

tgx اگر  :تمرين = sinباشد مقدار عبارت  2 cos
cot

sin cos

x x
A gx

x x

+
= +

−
2

3
2

  ؟  را بدست آوريد

  

  

  

  

( )a b a ab b+ = + +2 2 22  

 لاتحاد او
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٣٠ 

1                            2 

2 

                      30                           45                        60  α 

    
1
2

                       
2
2

                         
1
2

                      sinα 

 
1
2

                       
2
2

                        
3
2

                     cosα 

3                         1                           
3
3

                     tgα 

3
2

                        1                             3                  cot gα 

�� 

٢                2 

 درجه را 30ي مثلثاتي  يك مثلث قائم الزاويه با شرايط زير باشد تمام نسبتهاABCفرض كنيد :مثال

  بدست آوريد

cot

tg

g

= =

= =

1 3
30

33

3
30 3

1

             
sin

cos

=

=

1
30

2

3
30

2

                                                              60  

                           
  

                 3                 
  

                cot = =
1 3

60
33

        tg =60 3         cos =
1

60
2

         sin =
3

60
2

       

  

-------- --- ------- --------- --- ------- --------- --- ------- ---------  

   درجه را بيابيد45              نسبتهاي مثلثاتي                                      با فرض          :تمرين

  

  

    

  

  : در حالت كلي 
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cosαربع دوم                    

     ربع چهارم

  ربع دوم

sinα 

( )( ) ( )
cos cos cos cos cos

cos s

( )( )
cos co

in

cos cos cos

s
tg x

x

x

x

x x x x

x
tg x

x x x

− + = + − −

−
= − =

+

=

−

=

=

2

2 2

2

2

2
2 2

1 1 1 1 1
1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

  درستي رابطه زير را نشان دهيد ؟: مثال 

  

      

  

  

  

  :دايره مثلثاتي
بت خلاف و منفي كه جهت مثمثبت  دو جهت  ، دارايست به مركز مبداءمختصات و شعاع يكيدايره ا

   . مي باشد حركت عقربه هاي ساعت و جهت منفي موافق حركت عقربه هاي ساعت

                                                      1  

+                                      

  

                                 +1                                       1- 

                                  

                                  -  

                                                      1−  
  

  
                                                                                      tg 
                                                              Sin      cot gα  

  

                                              ربع اول

                         tgα                                

 α  cos 
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 α            ربع اول                ربع دوم              ربع سوم      ربع چهارم

  .نتايج زير بدست مي آوريدبالا باتوصيف و توضيحات 

  )1(                                                             نتيجه                           

       0          π = 
30
6

         π = 
45
4

       π = 
60
3

       π = 
90
2

     π = 
180      π
= 
3
270

2
  π=
360 2  α  

0  1-  0 1 3
2

  2
2

  
1
2

  0 

1 0  1-  0 1
2

  2
2

  3
2

  1 

تعريف   0

  هنشد

تعريف  0

  هنشد
3  1 =

1 3
33

  0 

  

تعريف 

  هنشد

تعريف   0

هنشد  

0 1

3
تعريف   3 1  

  هنشد

 
sinα  

 

cosα  

 
tgα  

 
cot gα  

  

   αبه ازاي هر زاويه )2(نتيجه

                                     

sin

cos

cot

tg

α
α
α
α

− ≤ ≤
− ≤ ≤
−∞ < < +∞
−∞ < < +∞

1 1

1 1
  

  

  

   :3نتيجه   

α< <270 360        α< <180 270      α< <90 180         α< <0 90  
  

             -                         -                          +                         +                   sinα    

  

             +  -  -   +                 cosα  

  

              -   +                                               -              +                                 tgα    

  

  -  +                      -      +                               cot gα  
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cos cos cosx x x= ± ⇒ = ± ⇒ =
8 8 8
9 39

∓

                                                                          :   4نتيجه 

cos cos( )

sin( ) sin

( )

cot ( ) cot

tg tg

g g

α α
α α
α α

α α

= −
− = −
− = −

− = −

   

  

  

   تابعي فرد هستندcotx و tgx وsinx تابعي زوج و بقيه  f(x)=cosxاصطلاحاً مي گوييم 

  

sinفرض كنيد  :مثال x = −
1
3

 , xلثاتي باشد ساير نسبتهاي مثلثاتي را بدست آوريد در ربع سوم مث  

                        
sin cos

( ) cos cos cos cos

x x

x x x

+ =

− + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ =

2 2

2 2 2 2 2

1

1 1 1 8
1 1 1

3 9 9 9

  

  

 جذر   
   

  

   در ربع سوم مثلثاتي است پس نتيجه منفي قابل قبول است  xچون 

  

  

tgxفرض كنيد : 2مثال =    ؟ دوم مثلثاتي باشد ساير نسبتهاي مثلثاتي را بدست آوريددر ربع x  و 2−

cot معلوم باشد cotgxاگر 
sin

g x
x

+ =2
2

1
1  

  

  

( ) cos cos
cos cos

x x
x x

+ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±2 2
2 2

1 1 1 1
1 2 5

5 5
 

  

cos در ربع دوم است و xچون  x    پس مثبت و قابل قبول نيست0>

  

  

cos x = −
8
3

 

sin
, cot

cos

x
tgx x

x

−
= = = =

−

1
13 8

8 8
3

cos
tg x

x
+ =2

2

1
1
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  +                   -            -   

                     +  -               -              -  

5× 

2×− 

sin cosα α− ≤ − ≤7 5 2 7

sin

cos

α
α

− ≤ ≤
− ≤ − ≤
5 5 5

2 2 2

                                                                                                              

  

  

sin .cos sin ( )( ) sinx tgx x x x= ⇒ = − − = ⇒ =
1 2 2

2
5 5 5

  

cot x
tgx

= = −
1 1

2  

  

  علامت عبارتهاي زير را تعيين كنيد): 3مثال

  

sin  در ربع دوم                                            α)الف (cos .cot )gα α+ >0  

  

)در ربع چهارم                                     α)ب cot )sin costg gα α α α+ + >0         

 

  حداقل و حداكثر مقدارهاي زير را بدست آوريد : )4مثال

  

                                       )  الف
sin cos

sin cosx x

α α−

− 2

5 2

6
  

  

)الف    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− − − = − + = −
− − = + =

− − = − − = −
− = − =

5 1 2 1 5 2 3

5 1 2 1 5 2 7

5 1 2 1 5 2 7

5 1 2 1 5 2 3

              

 روش دوم

+
sin

cos

α
α

− ≤ ≤
− ≤ ≤

1 1

1 1     

 
 

 

 

  

  

  

cosx = −
1

5
 

  حداكثر

  حداقل
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sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

α β α β α β
α β α β α β
+ = +
+ = −

( )
1 .

tg tg
tg

tg tg

α βα β
α β
+

+ =
−

cot .cot 1
cot ( )

cot cot

g g
g

g g

α βα β
α β

−
+ =

+

sin( ) sin cos( ) cos sin( )

sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

( )

cot cot
cot( )

cot cot

tg tg
tg

tg tg

g

g g

α β α β α β
α β α β α β
α β α β α β

α βα β
α β
α βα β
β α

− = − + − ⇒
− = −
− = +

−
− =

+
+

− =
−

1

1

cos cos( ) cos cos sin sin

( )( ) ( )( )

= + = −

= −

−
= − =

0
75 30 45 30 45 30 45

3 2 1 2
2 2 2 2

6 2 6 2
4 4 4

cos( ) cos

sin( ) sin

( )

cot ( ) cot

tg tg

g

α α
α α
α α

α α

− = 
 − = − 
 − = − 
 − = − 

Bαنسبتهاي مثلثاتي Bαو+ −  
  

                                                                  

  

        

  

  

  

          

                                                       

    نكته

  

  

  
                                                                                
 

 
 

 
 

 
 
 

                                                                                                         
  

  را بدست آوريد            و       نسبتهاي مثلثاتي :مثال
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

sin sin( ) sin cos cos sin

( )( ) ( )( )

= + = +

= +

+
= + −

075 30 45 30 45 30 45

1 2 3 2
2 2 2 2

2 6 6 2
4 4 4

15
       75
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sin

cos

cot

tog

g
tg

+
+

= = =
− −

−
= =

+

6 2
75 6 20 475
75 6 2 6 2

4

1 6 20
75 0 6 275

sin sin( ) sin cos cos sin

sin( )cos( ) cos( )sin( )

. .

α β α β= − → −

= −

= −

−
= − =

0 0
15 45 30

45 30 45 30

2 3 2 1
2 2 2 2

6 2 6 2
4 4 4

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

cos cos( ) cos cos sin

. .

sin

cos

cot

tg

g

α β β= − = +

= +

+
= + =

−
−

= = =
+ +

+
=

−

0
15 45 30

2 3 2 1
2 2 2 2

6 2 6 2
4 4 4

6 2
015 6 20 415
0 6 2 6 215

4

6 2015
6 2
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, ,
ππ α π α α+ + +2
2

 نسبتهاي مثلثاتي 

sin( ) sin .cos cos sin cos

cos( ) cos cos sin sin sin

sin( )
cos

( ) cot
sincos( )

cos( )
sin

cot ( )
cossin( )

tg g

g tg

π π πα α α α

π π πα α α α

π απ αα απ αα

π απ αα α απ αα

+ = =

+ = − = −

+
+ = = = −

−+

+ −
+ = = =

+

2 2 2

2 2 2

2
2

2

2
2

2

 

 

π,ثاتي نسبتهاي مثل:1تمرين α π α+    را بدست آوريد2+

,نسبتهاي مثلثاتي:2تمرين ,
ππ α π α α− − −2
2

   را بدست آوريد

  α2نسبتهاي مثلثاتي 

                                                       sin sin( ) sin cos cos sinα α α α α α α= + = +2  

                                                                            sin sin cosα α α= 2  
  

cos cos( ) cos cos sin sin cos sin

cos ( cos ) cos cos cos

α α α α α α α α α

α α α α α

= + = − = −

= − − = − + = −

2 2

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1
  

    

  

  

  

  

    

  

  

  
co t . co t

co t co t ( )
co t co t

co t
co t

co t

g
g g

g

α αα α α
α α

αα
α

−
= + = ⇒

+
−

=
2 1

2
2

1
2  

  

cos cos sin

cos cos

cos sin

α α α

α α

α α

= −

= −

= −

2 2

2

2

2

2 2 1

2 1 2
 

( )
tg tg tg

tg tg
tg tg tg

α α αα α α
α α α
+

= + = =
− − 2

2
2

1 1

tg
tg

tg

αα
α

=
− 2

2
2

1
 



 �٢
   �           com.boukanuni.www                      ���� ���ل ���� ر��:  ا���د                          ��
 دا
	��ه�ری��� 

   :تمرين و تحقيق
ارائه فرمولهاي مجموع ، تفاضل دو نسبت را به حاصلضرب و برعكس را نوشته و سپس مثالهايي نيز 

  دهيد ؟

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


