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  بنام خدا
  

  ویژگی های تابع
  
  تابع زوج و فرد – 1
  
از دامنه تابع  xرا تابع زوج می گوییم هرگاه دامنه آن متقارن باشد و برای هر  fرا در نظر بگیرید و  Dfبا دامنه   fتابع    

 - = f(-x). داشته باشیم  x ییم هرگاه دامنه آن متقارن باشد و برای هر را فرد می گو fو تابع  F(-x) = fx. داشته باشیم

fx    
D ׊ X א D ֜ - X א D     دامنه متقارن←  

  Թ  دامنه متقارن   

  Ժ   ( - a , + a ) 
  Է  [ -2 , 2 ] 

  :تذکر
  .نیز جزء آن باشد  xاز آن منفی  xدامنه متقارن  دامنه است که برای هر    
  در مورد زوج یا فرد بودن هر یک از توابع زیر را بررسی کنید؟ : 1مثال    
  

f(x) = √ܠ૞૜ ૜૜ܠ√ -   + x 
f(x) =  ඥሺെܠሻ૞૜  - ඥሺെܠሻ૜૜  + ( - x ) 
૞૜ܠ√ - ૜૜ܠ√ +   - x  ≠ f(x)                  تابع زوج نیست  شکل عمومی تابع فرد     
૞૜ܠ√ )- ૜૜ܠ√ -   + x ) = -f(x)      تابع فرد است  

  در مورد زوج یا فرد بودن هر یک از توابع زیر را بررسی کنید؟:  2مثال    
  

g(x) = ି૝ܠ૝ ା૛ܠ૛ܠ૛ି૚            Dg = Թ  - { ±1 }   متقارن  

g(-x) = ି૝ሺିܠሻ૝ ା૛ሺିܠሻ૛ሺିܠሻ૛ି૚   =  ି૝ܠ૝ ା૛ܠ૛ܠ૛ି૚  =  g(x)  تابع زوج است  

 
  )مرکز تقارن روی محور (  زوجشکل عمومی تابع    
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  در مورد زوج یا فرد بودن هر یک از توابع زیر را بررسی کنید؟:  3مثال 

f(x) = √ܠ૜ ܠ૛ା૚ܠି    Df = Թ  - { 0 }  متقارن  

f(-x) = ඥሺିܠሻ૜ ିሺିܠሻ૛ା૚ሺିܠሻ   = ି ૜ܠ√ ܠ૛ା૚ିܠି   ≠ f(x)                 

-( ૜ܠ√ ܠ૛ା૚ିܠି )  ≠ - f(x)                  تابع نه زوج است نه فرد  
  در مورد زوج یا فرد بودن هر یک از توابع زیر را بررسی کنید؟:  3مثال 

  
f(x) = ૚1 + ܠ√ - ܠ    ֜   Dg = X> 0  ื ( 0 , + ∞ )  نا متقارن   

  نمی تواند زوج یا فرد باشد چون نا متقارن است                                                                              
  

  ترکیب توابع
نشان می دهیم  fogبصورت  gو  f ترکیب دو تابع. در نظر بگیرید Dgرا با دامنه  g(x)و تابع  Dfرا با دامنه   f(x)تابع       

  .و بصورت زیر تعریف می کنیم
Fog(x) = f(g(x)) ฺ Dfog = { x א Dg │g(x) א D }     تعریف رابطه  

 
  را تعیین کنید؟ gofو  fogباشد دامنه و ضابطه   g(x) = x2 + 3xو اگر   f(x) = 2x – 1اگر : مثال

  
Dfog = f(g(x)) = { x א Dg │g(x) א Df } = { x א Թ │ x2 + 3x א Թ } = Թ 
Dgof = g(f(x)) = { x א Df │f(x) א Dg } = { x א Թ │ 2x – 1 א Թ } = Թ 
f(g(x)) = 2g(x) – 1 ฺ 2(x2 + 3x ) -1 ฺ 2x2 + 6x – 1 
g(f(x)) = f(x)2 + 3(f(x)) ฺ (2x – 1 )2 + 3(2x – 1 ) 

  :ترکیب
  

f(x)ቐ ૚࢞       ࢞ ൏ 0૛࢞ ൅ ૞   ૙ ൑ ࢞ ൑ ૜૝        ࢞ ൐ 3                fog(x) = f(g(x)) ቐ ૚√࢞                ࢞ ൏ 0૛ሺ૜࢞ െ ૞ሻ ൅ ૞   ૙ ൑ ࢞ ൑ ૜  ૝                  ࢞ ൐ 3  = 6x - 5 

 

g(x)൝ √࢞      ࢞ ൏ 0૜࢞ െ ૞   ૙ ൑ ࢞ ൑ ૜࢞૛        ࢞ ൐ 3                gof(x) = g(f(x)) ቐ ૚√࢞                ࢞ ൏ 0૜ሺ૛࢞ ൅ ૞ሻ െ ૞   ૙ ൑ ࢞ ൑ ૜  ૝૛ ൌ ૚૟        ࢞ ൐ 3   = 6x + 10 
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fof(x) = f(f(x)) ൝ ࢞               ࢞ ൏ 0૛ሺ૛࢞ ൅ ૞ሻ ൅ ૞   ૙ ൑ ࢞ ൑ ૜  ૝                  ࢞ ൐ 3  = 4x + 15 

 

gog(x) = f(g(x)) ቐ ඥ√࢞ ൌ √࢞૝         ࢞ ൏ 0૜ሺ૜࢞ െ ૞ሻ െ ૞   ૙ ൑ ࢞ ൑ ૜  ࢞૝                  ࢞ ൐ 3  = 9x - 20 

  
  را تعیین کنید؟ fogضابطه و دامنه : مثال

  ൝ ࢌሺ࢞ሻ ൌ ૚ െ ሺ࢞ሻࢍ ࢞√  ൌ ૚࢞                          DF = X ≥ 0 ฺ [ 0 , + ∞ )  

                                                      Dg = 0   ฺ Dg = Թ - {0} 
 
DFog= f(g(x)) = { x א Dg │g(x) א Dg } = { x א Թ - {0}│૚0] א ܠ , +∞) }  = (0 , +∞)   

  f(g(x))  = 1 - ට૚ܠ      DFog= (0 , +∞) 

  توابع یک به یک
به عبارت دیگر دو زوج . را یک به یک می گوییم هرگاه هر ورودی را فقط و فقط به یک خروجی نسبت دهد  fتابع      
دو عضو از   X1 , X2در واقع اگر . مولفه های اول آن نیز با هم برابر باشند . تب با مولفه های دوم برابر داشته باشدمر

  :باشند داشته باشیم  fدامنه 
  

f(x1) = f(x2)  ฺ    x1  =  x2 
f = { (1,1)(4,5)(6,7) }     1 - 1رابطه   برقرار است  
g = { (2,5)(7,5)(6,1)(6,3) }     ستنی 1 - 1رابطه     
k = { (1,0)(1,2)(3,5) }        رابطه نیست 

  :1 مثال
f(x) = 2x -5                                                                  g(x) = 3x2 – 2 
f(x1) = f(x2)  ฺ    x1  =  x2     فرمول                 g(x1) = g(x2)  ฺ    x1  =  x2    فرمول  

2x1 -5 = 2x2 -5                           3x2
1 – 2 = 3x2

2 – 2 
2x1  =  2x2                3x2

1  = 3x2
2  

x1  =  x2   است      1 – 1رابطه           x1  =  x2
نیست      1 – 1رابطه   2  
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  :2مثال 
f(x) = ିܠ૚૚ାܠ          f(x1) = f(x2)   ܠ૚ି૚૚ାܠ૚  =  ܠ૛ି૚૚ାܠ૛    ฺ                 x2 – 1 + x1x2 – x1 = x1 – 1 + x1x2 – x2 

                                                                                 x2– x1  =   x2 –x1       ฺ  2x1  = 2 x2    
                                                                      x1  =  x2   است      1 – 1رابطه   

  :3مثال    
f(x) = √ିܠ૞૜ା√૜ܠ          f(x1) = f(x2)   √ܠ૚ି૞૜ାඥ૜ܠ૚  = √ܠ૛ି૞૜ାඥ૜ܠ૛    ฺ      3√ܠ૚ + ඥ૜ܠ૚ܠ૛ - 15 - 5ඥ૜ܠ૛ = 3√ܠ૛ + ඥ૜ܠ૛ܠ૚ - 15 - 5ඥ૜ܠ૚ 

 ૚ܠ૛ - 5ඥ૜ܠ√૛ = 3ܠ૚ - 5ඥ૜ܠ√3                                                                    
 ૛ (3 + 5√૜ )ܠ√ = ૚ (3 + 5√૜ )ܠ√                                                                      
است      1 – 1رابطه   ૛  ฺ  x1  =  x2ܠ√ = ૚ܠ√                                                              

  توابع معکوس پذیر
f-1ضابطه با  fمعکوس تابع . معکوس پذیر است اگر و فقط اگر یک به یک باشد  fتابع     

(x)   نشان می دهیم و برای
  .بدست آوردن ضابطه آن بصورت زیر عمل می کنیم

برسیم در این   x = g(x) حل می کنیم تا به تساوی   xقرار می دهیم و معادله را بر حسب  yرا برابر با  fضابطه تابع 
f-1عبارت  xمرحله کافی است بجای 

(x)   قرار دهیم و به جای x   مقدارy  ار می دهیم تا ضابطه تابع معکوس زیر قر
  .بدست آید

  تابع را تعیین کنید؟ سدر صورت وجود معکو 1 مثال
f(x) = 2x + 1                                           2x + 1 = y                      
f(x1) = f(x2)                            2x = y - 1    
2x1 + 1  = 2x2 + 1     x = ିܡ૚૛  

x1  =  x2  است   1 – 1رابطه      f-1
(x) = ିܠ૚૛  

  تابع را تعیین کنید؟ سدر صورت وجود معکو 2مثال 
  

f(x) = x3 + 2                                                             x3 + 2 = y                      
f(x1) = f(x2)                                              x3 = y - 2    
x3

1 + 2  = x3
2 + 2  ฺ ඥܠ૚૜૜  = ඥܠ૛૜૜                       x = ඥܡ െ ૛૜  

x1  =  x2  است   1 – 1رابطه                    f-1
(x) = ඥܡ െ ૛૜  
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  تابع را تعیین کنید؟ سدر صورت وجود معکو 3مثال 
  

f(x) = √ܠ૜ ૜ܠ√                                                             5 +   + 5 = y                      
f(x1) = f(x2)                                              ( √ܠ૜ )3 = ( y – 5 )3   √ܠ૚૜ ૛૜ܠ√ =  5 +  ૜ܠ√  ฺ     5 +  ૜ܠ√ =                        x = ( y – 5 )3   
x1  =  x2  است   1 – 1رابطه                    f-1

(x) = ( x – 5 )3   

 
  تابع را تعیین کنید؟ سدر صورت وجود معکو 4مثال 

  
f(x) = ࢞ ା ૛ܠ ି ૚                                                                   ࢞ ା ૛ܠ ି ૚ = y                      
f(x1) = f(x2)                                                 x = 2 = xy - y    ܠ૚ ା ૛ܠ૚ ି ૚  = ܠ૛ ା ૛ܠ૛ ି ૚                       x – xy = y + 2 

x1x2 – x1 + 2x2 – 2 = x1x2 – x2 + 2x1 + 2                  x( y – 1 ) = y + 2 
-x1 -2x1  =  -x2 -2x2                                                x = ࢟ ା ૛ܡ ି ૚ 

-3x1 = -3x2              f-1
(x) = ࢞ ା ૛ܠ ି ૚ 

    x1  =  x2  است   1 – 1رابطه   

  توابع پوشا
هرگاه . پوشا است Fرا بپوشاند به عبارت دیگر  Bکل مجموعه  fهرگاه برد   ( F: A ื B )را پوشا می گوییم   fتابع    

  f (a) = bوجود داشته باشد بطوری که داشته باشیم  (A ) از مجموعه اول  aعضوی مانند  B א bبه ازاء هر عضو 

  کدام یک از توابع زیر پوشا است؟:  1 مثال
F: Թ ื Թ                                                     F: Ժ ื Թ 

f(x) = 3x + 5  f(x) = 3x + 5 

f(a) = b  f(a) = b  

3a + 5 = b 3a + 5 = b 

3a = b – 5                                             3a = b – 5 

a = ି܊૞૜ ૞૜ି܊ = a                        پوشا است    Թ א     پوشا نیست    Ժ א  
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  کدام یک از توابع زیر پوشا است؟:  2 مثال
F: Թ ื Թ+                                                     F: Ժ ื Թ 

f(x) = √ܠ૛ + 1  f(x) = x2 - 1 

f(a) = b  f(a) = a2 - 1  √ܠ૛ + 1 = b  a2 - 1 = b 

a2 + 1 = b2                                             a2 = b + 1 

a = ±√܊૛ െ ૚  א Թ+    پوشا نیست          a = ±√܊ ൅ ૚  א Թ    پوشا نیست  

 

F: Թ ื Թ+                                                     F: Գ ื Ժ 

f(x) = √ܠ  f(x) = 2x - 1 

f(a) = √܉  f(a) =  2a = b + 1 √܉ = b  2a = b + 1 

a = b2  א Թ+     پوشا است                         a = ܊ା૚૛                          پوشا نیست      Ժ א 

  حد 
f(x) = ૚ܠ        x = 0 

x -1 - ૚૛ - ૚૚૙ - ૚૚૙૙ 0 
૚૚૙૙ 

૚૚૙ 
૚૛ 1 ૚1 2 10 100  100- 10- 2- 1- ܠ 

          ∞ -= ՜૙ష ૚࢞ ࢞ܕܑܔ         ∞ += ՜૙శ ૚࢞ ࢞ܕܑܔ 

  
 

f(x) = 
ଵ୶ 
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  تعریف حد
 (ε)اگر و فقط اگر برای هر عدد حقیقی مثبت اپسیلون   Lمیل می کند برابر است با  x → aوقتی   ሺ࢞ሻࢌ ܕܑܔ      

باشد آن گاه قدر مطلق    δبین صفر و   x – aمطلق  بطوری که اگر قدر δوجود داشته باشد یک عدد حقیقی مانند    . می باشد (ε)کمتر از اپسیلون  ሺ࢞ሻࢌ ܕܑܔ

0 < │ x – a │<   آنگاه  │ f(x) – L │ < ε  

          ሺ࢞ሻ = 2ࢌ ՜ ି૚ ࢞ܕܑܔ  با استفاده از نمودار حد هر یک از توابع زیر را حساب کنید؟: مثال 

          

                                                                                     

          ሺ࢞ሻ = -2ࢌ ՜ ૚ష ࢞ܕܑܔ        ሺ࢞ሻ = 2ࢌ ՜ ૚శ ࢞ܕܑܔ 

 

        ∞ + = ሺ࢞ሻࢌ ՜ ૙ష ࢞ܕܑܔ  

 ∞ - = ሺ࢞ሻࢌ ՜ ૙శ ࢞ܕܑܔ  

 

  قضیه حد
 ՜ √૛ ૙ = 0 ࢞ܕܑܔ    ,                                        ՜ ૝ ૚૛ = ૚૛ ࢞ܕܑܔ      c = ࢉ ࢇ ՜ ࢞ܕܑܔ .1

ࢉ ࢇ ՜ ࢞ܕܑܔ  .2 ࢞ = ca      ࢞ܕܑܔ ՜ ૛ ૝࢞ = 4(2) = 8                        ,    ࢞ܕܑܔ ՜ ି૛ ૚૛   =   ૚૛ (-2) = -1 
࢞ࢉ ࢇ ՜ ࢞ܕܑܔ .3 ൅ ՜ ૙ ૛࢞ ࢞ܕܑܔ      ca+b = ࢈ െ ૞ = 2(0)-5= -5      ,    ࢞ܕܑܔ ՜ ૚ ૜࢞ ൅ ૝ = 3(1)+4= 7 

  :نکته

یکی از   f(a)به شرطی که   ሺ࢞ሻࢌ ܕܑܔ )=  f(x)( یعنی     f(x)برابر است با   x → aوقتی   ሺ࢞ሻࢌ ܕܑܔدر حالت کلی 
∞یا  ∞ - ∞یا   ∞∞یا   00یا   ૙૙صورتهای  

∞
باشد مقدار حد مبهم است و باید به روشهایی که ذکر خواهد شد ابتدا از تابع   

  .رفع ابهام شود

  

2 

‐1 

2

‐2 
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  عدد هر یک از توابع زیر را حساب کنید؟: مثال

 ՜ ૚ ૛࢞࢞ା૚ = 1 ࢞ܕܑܔ .1

՜ ૜ √࢞૛ ࢞ܕܑܔ .2 െ ૚ = √ૡ 
 ՜ ૞ ૚࢞ = ૚૞ ࢞ܕܑܔ .3

՜ ૟ ૝࢞ ࢞ܕܑܔ .4 െ ૞  = 19 
 ՜ ૙ ૜࢞ି૚૛࢞ା૚  = -1 ࢞ܕܑܔ .5

՜ ૜ ࢞૜ି ૛ૠ࢞ି૜ ࢞ܕܑܔ .6   = ૙૙     مبهم  

՜ ૛ ࢞૛ି૝࢞ି૛ ࢞ܕܑܔ .7   = ૙૙      مبهم  

در صورت امکان صورت یا مخرج کسر را تجزیه می کنیم تا عوامل مبهم کننده از   ૙૙برای رفع ابهام از حدود مبهم  
حاد روش دیگر رفع ابهام از این مبهم این است که صورت یا مخرج کسر را تبدل به ات. صورت و مخرج کسر ساده شود

  ) اتحاد مزدوج یا چاق و لاغر ( کنیم 

 a3 – b3 = ( a2+ab+b2 )( a-b ) = چاق و لاغر 

 a3 + b3 = ( a2-ab+b2 )( a+b ) = چاق و لاغر 

՜ ૛ ࢞૛ି૝࢞ି૛ ࢞ܕܑܔ .1 ՜ ૛ ሺ࢞ି૛ሻሺ࢞ା૛ሻ࢞ି૛ ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜ ૛ ࢞ܕܑܔ =  ൅ ૛ = 4 2. ࢞ܕܑܔ ՜ ି૜ ࢞૛ିૢ࢞ା૜ ՜ ି૜ ሺ࢞ି૜ሻሺ࢞ା૜ሻ࢞ା૜ ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜ ି૜ ࢞ܕܑܔ =  െ ૜ = -6 3. ࢞ܕܑܔ ՜ ି૛ ࢞૜ିૡ࢞ି૛ ՜ ି૛ ሺ࢞ି૛ሻሺ࢞૛ି૛࢞ା૝ሻ࢞ି૛ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ି૛ ሺ࢞૛ ࢞ܕܑܔ =  െ ૛࢞ ൅ ૝ሻ = 12 4. ࢞ܕܑܔ ՜ ି૜ ࢞૝ିૡ૚࢞૛ିૢ ՜ ି૜ ൫࢞૛ିૢ൯ሺ࢞૛ାૢሻ࢞૛ିૢ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ି૜ ሺ࢞૛ ࢞ܕܑܔ =  െ ૢሻ = 18 5. ࢞ܕܑܔ ՜ ି૜ ࢞૜ା૛ૠ࢞ା૜ ՜ ି૜ ሺ࢞ା૜ሻሺ࢞૛ି૜࢞ାૢሻ࢞ା૜ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ି૜ ሺ࢞૛ ࢞ܕܑܔ =  െ ૜࢞ ൅ ૢሻ = 27 6. ࢞ܕܑܔ ՜ ି૚ ࢞૛ା࢞࢞ା૚ ՜ ି૚ ࢞ሺ࢞ା૚ሻ࢞ା૚ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ૝ ࢞૜ି૚૟࢞࢞૛ି૝࢞ ࢞ܕܑܔ .՜ ି૚ ࢞ = -1 7 ࢞ܕܑܔ =  ՜૝ ࢞ሺ࢞૛ି૚૟ሻ࢞ሺ࢞ି૝ሻ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ૝ ሺ࢞ି૝ሻሺ࢞ା૝ሻ࢞ି૝ ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜ ૝ ࢞ܕܑܔ =  ൅ ૝ = 8 8. ࢞ܕܑܔ ՜ ૙ ࢞૛ ൅ ૛࢞ =  0 9. ࢞ܕܑܔ ՜ ૚ ࢞૛ି૚࢞ି૚ ՜ ૚ ሺ࢞ି૚ሻሺ࢞ା૚ሻ࢞ା૚ ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜ ૚ ࢞ܕܑܔ =  ൅ ૚ = 2 10. ࢞ܕܑܔ ՜ ିૠ ି࢞૛ା૝ૢ࢞ାૠ ՜ ିૠ –ሺ࢞ାૠሻሺ࢞ିૠሻ࢞ାૠ ࢞ܕܑܔ =  – ՜ ିૠ ࢞ܕܑܔ =  ሺ࢞ ൅ ૠሻ = 14 
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՜ ૛ ࢞૛ି૜࢞ି૚૙࢞ି૛ ࢞ܕܑܔ .11 ՜૛ ሺ࢞ା૞ሻሺ࢞ି૛ሻሺ࢞ି૛ሻ ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜ ૛ ࢞ܕܑܔ   =  ൅ ૞ = 7 12. ࢞ܕܑܔ ՜ ିૡ ࢞૛ିૢ࢞ାૡ࢞ାૡ ՜ିૡ ሺ࢞ାૡሻሺ࢞ା૚ሻሺ࢞ାૡሻ ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜ ିૡ ࢞ܕܑܔ   =  ൅ ૚ = -7 13. ࢞ܕܑܔ ՜ ૙ ࢞૜ି૜࢞૛ାૠ࢞࢞ ՜૙ ࢞൫࢞૛ା૜࢞ାૠ൯࢞ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ૙ ࢞૛ ࢞ܕܑܔ   =  ൅ ૜࢞ ൅ ૠ = 7 14. ࢞ܕܑܔ ՜ ૚૛ ૡ࢞૜ି૚૛࢞ି૚ ՜ ૚૛ ሺ૛࢞ି૚ሻሺ૝࢞૛ା૛࢞ା૚ሻ૛࢞ି૚ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ૚૛ ሺ૝࢞૛ ࢞ܕܑܔ =  ൅ ૛࢞ ൅ ૚ሻ = 3 15. ࢞ܕܑܔ ՜ ି૛ ࢞૛ା૞࢞ା૟࢞૛ା૜࢞ା૛ = ࢞ܕܑܔ ՜ି૛ ሺ࢞ା૛ሻሺ࢞ା૜ሻሺ࢞ା૚ሻሺ࢞ା૛ሻ =   ࢞ܕܑܔ ՜ି૛ ሺ࢞ା૜ሻሺ࢞ା૚ሻ = ି૚૚ ՜ ૜ ሺ ࢞ܕܑܔ .16 1- =  ૚࢞ି૜ െ  ૟࢞૛ିૢ ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜૜ ࢞ା૜ି૟ሺ࢞ା૜ሻሺ࢞ି૜ሻ =   ࢞ܕܑܔ ՜૜ ࢞ି૜ሺ࢞ା૜ሻሺ࢞ି૜ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜૜ ૚ሺ࢞ା૜ሻ = ૚૟ 17. ࢞ܕܑܔ ՜ ૛ ሺ ૚࢞ି૛ െ  ૝࢞૛ି૝ ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜૛ ࢞ା૛ି૝ሺ࢞ି૛ሻሺ࢞ା૛ሻ =   ࢞ܕܑܔ ՜૛ ࢞ି૛ሺ࢞ା૛ሻሺ࢞ି૛ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜૜ ૚ሺ࢞ା૛ሻ = ૚૝ 18. ࢞ܕܑܔ ՜ ૝ ࢞ି૝√࢞ି૛ ×  √࢞ା૛ሺ√࢞ା૛ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૝ ሺ࢞ି૝ሻሺ√࢞ା૛ሻሺ࢞ି૝ሻ ࢞√՜ ૝ ሺ ࢞ܕܑܔ =  ൅ ૛ሻ = 4 

՜ ૜ √࢞ି√૜࢞ି૜ ࢞ܕܑܔ .19  ×  ሺ√࢞ା√૜ሻሺ√࢞ା√૜ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૜ ሺ࢞ି૜ሻሺ࢞ି૝ሻሺ√࢞ା√૜ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૜ ૚ሺ√࢞ା√૜ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૜ ૚√૜ା√૜ = ૚૛√૜ 20. ࢞ܕܑܔ ՜ ૢ ࢞ିૢ√࢞ି૜ ×  √࢞ା૜ሺ√࢞ା૜ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૢ ሺ࢞ିૢሻሺ√࢞ା૜ሻሺ࢞ିૢሻ ࢞√՜ ૢ ሺ ࢞ܕܑܔ =  ൅ ૜ሻ = 6 

՜ ૚ √࢞૜ ࢞ܕܑܔ .21 ି૚࢞ି૚   × ሺ ඥ࢞૛૜ ା √࢞ ૜ ା૚ሻሺ ඥ࢞૛૜ ା √࢞ ૜ ା૚ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૚ ሺ࢞ି૚ሻሺ࢞ି૚ሻሺ ඥ࢞૛૜ ା √࢞ ૜ ା૚ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૚ ૚ሺ ඥ࢞૛૜ ା √࢞ ૜ ା૚ሻ =  ૚૜  

՜ ૡ √࢞૜ ࢞ܕܑܔ .22 ି૛࢞ିૡ   × ሺ ඥ࢞૛૜ ା૛ √࢞ ૜ ା૝ሻሺ ඥ࢞૛૜ ା૛ √࢞ ૜ ା૝ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૡ ሺ࢞ିૡሻሺ࢞ିૡሻሺ ඥ࢞૛૜ ା૛ √࢞ ૜ ା૝ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૡ ૚ሺ ඥ࢞૛૜ ା૛ √࢞ ૜ ା૝ሻ =  ૚૚૛  

՜ ૛ૠ √࢞૜ ࢞ܕܑܔ .23 ି૜࢞ି૛ૠ   × ሺ ඥ࢞૛૜ ା૜ √࢞ ૜ ାૢሻሺ ඥ࢞૛૜ ା૜ √࢞ ૜ ାૢሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૛ૠ ሺ࢞ି૛ૠሻሺ࢞ି૛ૠሻሺ ඥ࢞૛૜ ା૜ √࢞ ૜ ାૢሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૛ૠ ૚ሺ ඥ࢞૛૜ ା૜ √࢞ ૜ ାૢሻ =  ૚૛ૠ  

  حد در بینهایت و حد بینهایت
به صفر   g ( a ) به یک عدد و   f ( a ) که اگر به این ترتیب باشد   x → aزمانی که   ሻܠሺ܏ሻܠሺ܎حد توابع کسری بصورت  

ࢇ՜࢞ܕܑܔ   ∞ =میل کند آنگاه  با توجه به علامت صورت و مخرج کسر تعیین می  ∞خواهد بود که علامت این   ሻܠሺ܏ሻܠሺ܎
  .شود

به آن نزدیک کنیم می گوییم   aیا مقادیر بیشتر از   aرا از سمت راست  xکه  ሺ࢞ሻࢌ ܕܑܔاگر در محاسبه : حد راست 
శ܉՜ܠܕܑܔحد راست تابع را حساب کرده ایم و می نویسیم    .نزدیک می شود aاز سمت راست به  xکه    ሺ࢞ሻࢌ

را   aبه آن نزدیک شود می گوییم حد چپ  aیا از سمت مقادیر کمتر از  aاز سمت چپ  xدر صورتی که : حد چپ 
ష܉՜ܠܕܑܔی نویسیم   حساب کرده ایم و م   . نزدیک می شود  aاز سمت چپ به   xکه  ሺ࢞ሻࢌ



استاد : شفیعی                                              دانشجو: منصور نوری       ریاضیات عمومی    
 

12 

 

 = ሻ܉ሺ܏ሻ܉ሺ܎ ܕܑܔ =  ሻܠሺ܏ሻܠሺ܎ ܕܑܔ
عدد
 ∞ = صفر

՜૚శܠܕܑܔ ૚࢞ି૚  = ૜૙శ = +∞ ܠܕܑܔ՜૚ష ૚࢞ି૚  = ૜૙ష = -∞ 

՜૙శܠܕܑܔ │૚│࢞  1 = ܠܠ =  

՜૙షܠܕܑܔ │૚│࢞ ܠܠି =   ՜૙ܠܕܑܔ 1- =  ૝࢞ା૚࢞૛   = ା૚૙  = +∞ 

՜૚శܠܕܑܔ │࢞ି૚│࢞ି૚  ૚ = 1ିܠ૚ିܠ =  

՜૚షܠܕܑܔ │࢞ି૚│࢞ି૚   = ିሺିܠ૚ሻିܠ૚ ՜ି૛శܠܕܑܔ 1- =  ૜࢞ା૛  = ૜૙శ = +∞ ܠܕܑܔ՜ି૚ష ૝࢞ା૚  = ૝૙ష = -∞ 

  حد توابع کسری

 = ሻܠሺ܏ሻܠሺ܎ ܕܑܔ  . برابر با صفر است   ∞به   g(x)به یک عدد و   f(x)زمانی که   ሻܠሺ܏ሻܠሺ܎حد توابع کسری بصورت  
عدد
∞

 = 0 

  :مثال

∞՜ାܠܕܑܔ ૝࢞  = ૙ ܠܕܑܔ ି૛࢞࢞૛   = ૛࢞  = 0 ܠܕܑܔ՜ି∞ ૛࢞  = ૙ ܠܕܑܔ՜૙ ି૜࢞  = െ∞ 

ریم که بیشترین کافی است فقط از جملاتی در صورت و مخرج کسر حد بگی ሻܠሺ܏ሻܠሺ܎در محاسبه حد توابع کسری بصورت 
  .حالت اتفاق می افتد 3درجه را داشته باشد که در این صورت 



استاد : شفیعی                                              دانشجو: منصور نوری       ریاضیات عمومی    
 

13 

 

  .اگر درجه صورت با درجه مخرج مساوی باشد جواب حد عدد یک است:  الف 

  .اگر درجه صورت از درجه مخرج کمتر باشد در این صورت جواب حد صفر است: ب 

  .است ∞ورت جواب حد اگر درجه صورت از درجه مخرج بیشتر باشد در این ص: ج 

  :تذکر مهم * 

  .باشد   ∞ → xروش فوق فقط زمانی قابل اجراست که 

  :مثال

՜ ∞ ૛࢞૛ି૜࢞ା૚࢞૞ା૛࢞ ࢞ܕܑܔ .1 ՜∞ ି૜࢞૞࢞૞ ࢞ܕܑܔ =  ՜∞ ૝࢞૞ି࢞૜ =  ૝࢞૛ି૚ ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ૝࢞૞ା૛࢞ି૚ି࢞૜ା૝࢞ା૚ ࢞ܕܑܔ .՜∞ ૛࢞૜࢞૛ =  ૛૜࢞ = 0 3 ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ૛࢞ା૚૜࢞૛ି૞ ࢞ܕܑܔ .2 3-   =  ՜∞ ૚ ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ૚࢞૝ ࢞ܕܑܔ .4 ∞- = 
∞

՜ ∞ ି૜࢞૛ା૛࢞ି૚࢞૛ି૜࢞ ࢞ܕܑܔ .՜∞ ૜࢞૛૞࢞૛ =   ૜૞ 7 ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ૜࢞૛ା૞࢞ା૛૞࢞૛ା૛࢞ାૠ ࢞ܕܑܔ .՜∞ ૝࢞ૡ࢞ =  ૚૛  6 ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ૝࢞ାૠૡ࢞ା૜ ࢞ܕܑܔ .5 0  =  ՜∞ ି૜࢞૛࢞૛ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ∞ ૛࢞૛ା૜࢞ି૚૙૙૝࢞ାૢ ࢞ܕܑܔ .8    3- =  ՜∞ ૛࢞૛૝࢞ ࢞ܕܑܔ =   = ૛૝࢞ ՜∞ ି૝࢞૛૞࢞૛ିૡ࢞૛ =  ି૝࢞૛૜࢞૛ ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ૚૜ି૝࢞૛૞࢞૛ିૡ࢞૛ ࢞ܕܑܔ .9   ∞+ =    = ૝૜ 10. ࢞ܕܑܔ ՜ ∞ ૚࢞૜ = ࢞ܕܑܔ ՜∞ ૞
∞

՜ ∞ ିૠ࢞૝ା૞࢞૜૜࢞૜ ࢞ܕܑܔ .11 0  =  ՜∞ ିૠ࢞૜ ࢞ܕܑܔ =  ՜ ∞ ඥ૜࢞૛ା૛࢞ିૡ ࢞ܕܑܔ .12 ∞-  =  ࢞࢞ ՜∞ √૜ ࢞ܕܑܔ =    = √૜ 13. ࢞ܕܑܔ ՜ ∞ ࢞૝ା࢞૜ା૞࢞૛ඥ࢞૟ି૛ ՜ ∞ ඥ૝࢞૛ା૞࢞ ࢞ܕܑܔ .՜∞ ࢞૝࢞૜  = x→∞ = ∞ 14 ࢞ܕܑܔ =  ࢞ ՜∞ ඥ࢞૛ ࢞ܕܑܔ =    = ࢞૛ ࢞ ՜∞ ି૞࢞૛ඥ૚૟࢞૛  = ି૞࢞૛ ૝࢞૛ ࢞ܕܑܔ = ՜ ∞ ି૞࢞૛ା࢞ඥ૚૟࢞૝ିૡ ࢞ܕܑܔ .15 2 =   = ି૞૝ ՜ ∞ ඥ࢞૜ାૡ૙࢞૛ ࢞ܕܑܔ .16  ՜∞ ඥ࢞૜ ࢞૛ ࢞ܕܑܔ =    = ૙ 
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  حد توابع مثلثاتی        
می کنیم اگر جواب مبهم باشد با  xرا جایگزین  aبرای حد گیری از توابع مثلثاتی مانند توابع معمولی ابتدا مقدار 

نکته                       ૛ૈ = 90°   , ૜ૈ  = 60°   , ૝ૈ  = 45°   , ૟ૈ  = 30°  ,2ૈ = 360°  ,   °180 = ૈ  .استفاده از قضایای زیر آنها را رفع ابهام می کنیم   

ܖܑܛ ࢇ ՜ ࢞ܕܑܔ .1  ܖܑܛ = ࢞ ܛܗ܋ ࢇ ՜ ࢞ܕܑܔ .2 ࢇ ܛܗ܋ = ࢞ ܖ܉ܜ ࢇ ՜ ࢞ܕܑܔ .3 ࢇ ܖ܉ܜ = ࢞ ܖܑܛ  ܕܑܔ .4 ࢇ ࢞࢞ ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .5 1 =  ࢑࢞࢞  = k 6. ࢞ܕܑܔ ՜ ૙ ૚ି ࢙࢕܋ ࢞࢞ ܖܑܛ ∞ ՜ ࢞ܕܑܔ .7 0 =  ࢞࢞ ܖ܉ܜ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .8 0 =  ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ = ࢞ ܖܑܛ = ࢞ ࢙࢕ࢉ࢞ ૙࢙࢕ࢉ ૙ = ૙૚ = 0 
 

ܖܑܛ ՜ ૛࣊ ࢞ܕܑܔ .1  :مثال ܖܑܛ = ࢞ ૛࣊ = 1 2. ࢞ܕܑܔ ՜ ૝࣊ ܛܗ܋ ܛܗ܋ = ࢞ ૝࣊ = √૛૛ ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .3  ૞࢞࢞ ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .4 5 =  ି૜࢞૛࢞  = ି૜૛ ܖܑܛ ՜ ૟࣊ ࢞ܕܑܔ .5  ࢞࢞  = 
૟࣊૟࣊ܖܑܛ  = 

૚૛࣊૟  = ૟૛ૈ = ૜ૈ 6. ࢞ܕܑܔ ՜ ૝࣊ ܠ ܖ܉ܜ. ܜܗ܋ ܖ܉ܜ ՜ ૝࣊ ࢞ܕܑܔ = ࢞ ૝࣊ . ܜܗ܋ ૝࣊ = -1 × -1 = 1 7. ࢞ܕܑܔ ՜ ࣊ ૚ି ࢙࢕܋ ࢞࢞ ࢙࢕܋ ՜ ࣊ ૚ି ࢞ܕܑܔ =  ࣊࣊  = ૛ૈ 8. ࢞ܕܑܔ ՜ ૙ ܖܑܛ ࢞࢈࢞ࢇ ܖܑܛ՜ ૙ ሺ ࢞ܕܑܔ .9 ܊܉ =  ࢞ሻ ૜࢞૛ ܖܑܛ =  ࢞ ൈܖܑܛ ࢞ ൈܖܑܛ ܠൈ ܠ ൈ ܠ ࢞  = ૚ൈ૚ൈ૚૚ ࢔࢏࢙ ࢞ ∞ ՜ ࢞ܕܑܔ .10 1 =  ૚࢞ = ࢞ܕܑܔ ՜ ∞ ૚૚࢞ ൈ ࢔࢏࢙ ૚࢞ =  ࢟ܕܑܔ ՜ ૙ ࢙࢔࢏૚࢞૚࢞ ࢟࢟࢔࢏࢙ =   = 1       ( ૚ܠ ൌ ࢟ ) 
՜ ∞ ࢞ ሺ૚ ࢞ܕܑܔ .11 െ ࢙࢕ࢉ ૚࢞ሻ = ૚࢞ ՜ ૙ = 

૚ିܛܗ܋૚ܠ૚ܠ  = 0 
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  قضیه فشار
  

بطوری که داشته باشیم     g(x) ≤ f(x) ≤ k(x)بصورت زیر در ارتباط باشد  k(x)و  g(x) و   f(x)فرض کنید تابع  ܉՜ܠܕܑܔ ܉՜ܠܕܑܔ =  ሻܠሺ܏ ܉՜ܠܕܑܔاین صورت خواهیم داشت در   ሻ = Lܠሺܓ    ሺ࢞ሻ = Lࢌ

  

     f(x) = ܠܕܑܔ՜૙ ࢞૛ܖܑܛ ૚ܠ = ? 

ܖܑܛ ≥ 1-    ૚1- ≥ ܠ 

ܖܑܛ ૛ܠ≥ ૛ܠ- ૚ܠ ≥ ܠ૛ 

՜૙ܠܕܑܔ     ࢞૛ ≤ ܠܕܑܔ՜૙ ࢞૛ܖܑܛ ૚ܠܕܑܔ ≥ ܠ՜૙ ࢞૛ 

՜૙ܠܕܑܔ  ≥ 0 ࢞૛ܖܑܛ ૚0 ≥ ܠ 

՜૙ܠܕܑܔ    ࢞૛ܖܑܛ ૚0 = ܠ 

 

՜ି૛ܠܕܑܔداشته باشیم مقدار  │f(x)-5 │≤ (x+2)5 اگر تابع : 1مثال   را بدست آورید؟  ሻܠሺ܎

  

՜ି૛ܠܕܑܔ     െሺ࢞ ൅ ૛ሻ૞ ≤ܠܕܑܔ՜ି૛ ሺ࢞ሻࢌ െ ૞ ≤ ܠܕܑܔ՜ି૛ሺ࢞ ൅ ૛ሻ૞ ܠܕܑܔ՜ି૛ ሺ࢞ሻࢌ െ ૞ = 0  ฺ ܠܕܑܔ՜ି૛ ሺ࢞ሻࢌ ൌ ૞ 

՜૚ܠܕܑܔداشته باشیم مقدار  x3-8x+7 < f(x)-2 < x2 + 4x-5اگر تابع : 2مثال ՜૚ܠܕܑܔ  را بدست آورید؟  ሻܠሺ܎ ૜ܠ െ ૡܠ ൅ ૠ < ܠܕܑܔ՜૚ ሺ࢞ሻࢌ െ ૛ < ܠܕܑܔ՜૚ ૛ܠ ൅ ૝ܠ െ ૞ ܠܕܑܔ՜૚ ሺ࢞ሻࢌ െ ૛  = 0 ฺ ܠܕܑܔ՜૚ ሺ࢞ሻࢌ ൌ ૛ 

  

  

L 

a 

f 

k 

g 



استاد : شفیعی                                              دانشجو: منصور نوری       ریاضیات عمومی    
 

16 

 

  :مثال از حد توابع مثلثاتی

૝࢞૛࢞૝࢔࢏࢙ ૜࢞࢔࢏࢙ ૛࢞࢔࢏࢙ ࢞࢔࢏࢙ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .1 ૝࢞࢞        ૛࢞       ࢞         ࢞   = ૛૝૛࢔࢏࢙ ૜࢞࢔࢏࢙ ૛࢞࢔࢏࢙ ࢞࢔࢏࢙ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ =    = 12 

࢙࢕܋ ՜ ૙ ૚ି ࢞ܕܑܔ .2 ࢞૛࢞૛  = ૙      بر اساس قضیه  

ሺ૛࢞ି૚ ሻ૛࢞ି૚ ܕܑܔ ՜ ૚૛ ࢞ܕܑܔ .3  = 1  

ܖܑܛܠ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .4 ࢞ = ૚ܖܑܛ ܠ ܠ  = ૚૚ = 1 

ܛܗ܋ܠܖܑܛ ՜ ૛࣊ ૚ି ࢞ܕܑܔ .5 ࢞  ×૚ାܠܖܑܛ૚ା࢞ܕܑܔ = ܠܖܑܛ ՜ ૛࣊ ૚ି࢙࢔࢏ ૛ ࢞ሺ ࢙࢞࢕ࢉ ሻሺ ૚ା࢙࢞࢔࢏ ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૛࣊ ܛܗ܋ ૛ ࢞ሺ ࢙࢞࢕ࢉሻሺ ૚ା࢙࢞࢔࢏ ሻ = ࢞ܕܑܔ ՜ ૛࣊ ܛܗ܋ ࢞ ૚ାܖܑܛ ሺ ࢞ ሻ = ૙૛ = 0 

ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .6 ૛࢞࢞  = 2 

ܛܗ܋ ૚ିܠ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .7 ࢞ = ૚૚షܠܠܛܗ܋  = ૚૙ = ∞ 

ܖ܉ܜ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ .8 ૛࢞࢞ ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ =  ૛࢞ܛܗ܋ ૛࢞૚࢞ ܖܑܛ ՜ ૙ ࢞ܕܑܔ =  ૛࢞࢞ ܛܗ܋ ૛࢞  = ૛ܛܗ܋ ૛ܠ = ૛૚ = 2 

  
 

 

 

 

  پیوستگی
  :از دامنه آن پیوسته می گوییم هرگاه سه شرط زیر را همزمان داشته باشد aرا در نقطه  f تابع 

                                                                                       R א f(x) .  د باشدموجو a در نقطه  f مقدار  .1

షࢇ՜ܠܕܑܔ  .موجود  و با هم برابر باشد Aحد چپ و راست تابع در نقطه  .2 ሺ࢞ሻ ൌࢌ శࢇ՜ܠܕܑܔ    ۺ =  ሺ࢞ሻࢌ

షࢇ՜ܠܕܑܔ .                                                          ابر باشدحد تابع با مقدار تابع بر .3 ሺ࢞ሻ ൌࢌ   ሻࢇሺࢌ   
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  :توضیح پیوستگی در شکل های زیر 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

షࢇ՜ܠܕܑܔ  ሺ࢞ሻ ൌࢌ శࢇ՜ܠܕܑܔ =  ሻࢇሺࢌ    ሺ࢞ሻࢌ
  

 

  پیوستگی چپ و راست
از راست پیوسته می گوییم اگر مقدار تابع و حد راست تابع هر دوموجود و با هم برابر باشد به  aرا در نقطه   f(x)تابع 

  .پ دارد اگر مقدار تابع و حد چپ تابع هر دو موجود و با هم برابر باشدپیوستگی چ aدر نقطه   f(x)همین ترتیب تابع 

  

  

  

a 

f 

 ناپيوستگی رفع شدنی

1 

a 

f 

شدنینناپيوستگی رفع 

2

a 

f 

شدنینناپيوستگی رفع   

2

a 

f 

 ناپيوستگی رفع شدنی

3 

a 

f 

کاملپيوستگی  

کاملپيوستگی 

چپپيوستگی   

راستپيوستگی   

a 
f 

 پيوسته چپ

a 

f 

پيوسته راست
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 بررسی کنید؟ aی هر یک از توابع زیر را در نقطه پیوستگ:  1مثال

ܠ│ܠ│                         x≠0        ܠܕܑܔ՜૙ష ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜૙శܠܕܑܔ =  ሺ૙ሻࢌ        ሺ࢞ሻࢌ
f(x) =                      ܠܕܑܔ՜૙ష ܠ│ܠ│  

ܠܠି   =    پیوستگی چپ   1                1-              1-                  1- = 

՜૙శܠܕܑܔ                        1-                   ܠ│ܠ│  
               1 = ܠܠ   = 

  بررسی کنید؟ aپیوستگی هر یک از توابع زیر را در نقطه :  2مثال

              1         x≤ 0                                               g(0) = 1  
g(x) =    1 - x      0 < x < 1                                      ܠܕܑܔ՜૙ష ሺ࢞ሻ ൌࢍ ૚   

՜૙శܠܕܑܔ                                     ૛          1 ≤ x ≤ 2ܠ               ሺ࢞ሻ ൌࢍ ૚ െ   پیوستگی کامل     1 =  ࢞

              3x – 2       x ≥ 2 

             g(1) = ܠ૛ = 1                                                              g(2) = ૜ܠ െ ૛ = 4                                        
՜૚షܠܕܑܔ      ሺ࢞ሻ ൌࢍ ૚ െ ՜૛షܠܕܑܔ                       0 =  ࢞ ሺ࢞ሻ ൌࢍ ࢞૛  = 4 ܠܕܑܔ՜૚శ ሺ࢞ሻ ൌࢍ ࢞૛  = 1         ܠܕܑܔ        پیوستگی راست՜૛శ ሺ࢞ሻ ൌࢍ ૜࢞ െ ૛  = 4 پیوستگی کامل 

  ابع زیر را حساب کنید؟نقاط پیوستگی تو:  3مثال

              2x+1            x< -1                                               g(-1) = ܠ૛ െ ૛  = -1           

g(x) =    ܠ૛ െ ૛          -1 ≤ x < 0                                      ܠܕܑܔ՜ି૚ష ሺ࢞ሻ ൌࢍ  ૛ܠ ൅ ૚  = -1 

ܠ√               ൅ ૝          0 ≤ x < 1                                     ܠܕܑܔ՜ି૚శ ሺ࢞ሻ ൌࢍ ૛ܠ െ ૛  = -1     پیوستگی کامل  

ܠ√               െ ૚          x ≥ 1 

             g(0) = √ܠ ൅ ૝ = 2                                                    g(1) = √ܠ െ ૚ = 0                                            ܠܕܑܔ՜૙ష ሺ࢞ሻ ൌࢍ ࢞ െ ૛  = -2                       ܠܕܑܔ՜૚ష ሺ࢞ሻ ൌࢍ ܠ√ ൅ ૝  = √૞ ܠܕܑܔ՜૙శ ሺ࢞ሻ ൌࢍ ܠ√ ൅ ૝  = 2   راست پیوستگی ՜૚శܠܕܑܔ         ሺ࢞ሻ ൌࢍ ܠ√ െ ૚  = 0    پیوستگی
 راست
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 پیوستگی دارد؟ fتابع  xبه ازاء چه مقدار از :  4مثال

૜ܠ                  െ ૝       x<2         ܠܕܑܔ՜૛ష ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜૛శܠܕܑܔ =  ሺ૛ሻࢌ        ሺ࢞ሻࢌ
f(x) =                                            ܠܕܑܔ՜૛ష ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜૛షܠܕܑܔ ૜ܠ െ ૝  = 4                         3ax + 4 = 
6a + 4                                                                                                      3ax + 4      x≥2          ܠܕܑܔ՜૛శ ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜૛షܠܕܑܔ ૜ܠ܉ ൅  ૝  = 6a + 4 

                6a + 4 = 4 

                6a  = 0        a = 0 

 

՜ି૚షܠܕܑܔ            ૜ା૚        x≠-1ܠା૚ܠ                  ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜ି૚శܠܕܑܔ =  ሺെ૚ሻࢌ        ሺ࢞ሻࢌ
f(x) =                                        ܠܕܑܔ՜ି૚ష ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜ି૚షܠܕܑܔ ૜܊ା૚૜  =   ૜܊ା૚૜                        

   ૜܊ା૚૜      x=-1   ܠܕܑܔ՜ି૚శ ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜ି૚శܠܕܑܔ ՜ି૚షܠܕܑܔ =   ૜ା૚ܠା૚ܠ  ૛ = ૚૜܊ାܠ૛ିܠ૛ሻ  = ૚܊ାܠ૛ିܠା૚ሻሺܠା૚ሺܠ

                ૜܊ା૚૜  = ૚૜    →    3b + 1 = 1  

                       3b   = 0        b = 0 

                

  پیوسته باشد؟ 3با ضابطه زیر در نقطه  f(x)را طوری تعیین کنید که تابع   f(3)مقدار :  5مثال

f(x) = ܠ૜ି ૛ૠିܠ૜          f(3) 

૜ିܠା ૢሻܠ૛ା૜ܠ૜ሻሺିܠሺ࢞ሻ ൌ ሺࢌ ՜૜ܠܕܑܔ ૛ܠ՜૜ ሺܠܕܑܔ 27 =   ൅ ૜ܠ ൅  ૢሻ = 27  →   f(3)= 27 

  پیوسته باشد؟ Rرا طوری تعیین کنید که تابع روی   b و  aمقادیر :  6مثال

ܠ                  ൅ ૚           x ≤ -૛ૈ     

f(x) =      a sin x + b     -૛ૈ < x < ૛ૈ                                  

  cos x            x ≥ ૛ૈ 
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՜ି૛ૈషܠܕܑܔ ՜ି૛ૈషܠܕܑܔ  ሺ࢞ሻ ൌࢌ ࢞ ൅ ૚ = ି૛ૈ  حد چپ    1 + 

՜ି૛ૈశܠܕܑܔ ՜ି૛ૈశܠܕܑܔ  ሺ࢞ሻ ൌࢌ ൅ ܠ ܖܑܛ ܉ ܉െ = ܊  ൅ راستحد     ܊  

՜૛ૈషܠܕܑܔ ՜૛ૈషܠܕܑܔ  ሺ࢞ሻ ൌࢌ ൅ ܠ ܖܑܛ ܉ ܉ = ܊  ൅ ՜૛ૈశܠܕܑܔ حد چپ    ܊ ሺ࢞ሻ ൌࢌ ՜૛ૈశܠܕܑܔ  0 =  ܠ ܛܗ܋

 - ૛ૈ + 1 = -a + b               -a + b = - ૛ૈ + 1 

 a + b = 0                           a + b = 0    

                                             2b = - ૛ૈ + 1     →  b = - ૝ૈ + ૚૛    →   a =  ૝ૈ - ૚૛ 

  مشتق

  ط راست معادله خ
ابتدا . می گذرد  x1و  y1به مختصات  Bو  x0و  y0 به مختصات  Aنقطه  دوبرای نوشتن معادله خط راستی که از      

شیب این خط را پیدا می کنیم و سپس با استفاده از شیب و یک نقطه از خط با جایگزین در فرمول زیر می توانیم معادله 
  .خط مورد نظر را بنویسیم

y – y0 = m( x – x0 )  

Tanα = m  = 
 زاویه مقابل
زاویه مجاور   =  y = mx + b                         ܠ ∆ܡ ∆ =  ૙ܠ ૚షܠ ૙ܡ ૚షܡ 

  بگذرد؟   B│૛૝و  A│ି૚ି૛ معادله خط راستی را بنویسید که از دو نقطه: مثال

m = ∆ ܠ ∆ܡ = ૝ିሺି૛ሻ૛ିሺି૚ ሻ = ૟૜ = 2  شیب  

y + 2 = 2 ( x + 1 )  ฺ   y = 2x 

y – 4 = 2( x – 2 )  ฺ  y = 2x – 4 + 4   ฺ  y = 2x  
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 1 تذکر 

با هم موازی اند اگر شیبهای آنها با هم برابر باشند و بر هم عمودند اگر شیبهای آنها عکس و قرینه   L و   L̕ دو خط   
  .هم باشند

 2تذکر  

 . عرض از مبداء می باشد bشیب خط و مقدار  mمقدار  y = mx + b له استاندارد شده خط راست به فرم در معاد     

 2تذکر  

ها موازی هستند yو معادله خطوطی که با محور  y = bها موازی هستند به فرم کلی xمعادله خطوطی که با محور          
  .نوشته می شود  x = a به فرم کلی 

و معادله ) موازی باشد و از مبداء مختصات بگذرد و ب   4x – 2y = 1 با خط )  خطی را بنویسید که الف  معادله:  1مثال 
  بگذرد ؟ A│૚૛خطی را بنویسید که بر خط فوق عمود باشد و از نقطه  

4x – 2y = 1         A│૚૛ 

y = ૝ିܠ૚૛  ฺ  y = 2x - ૚૛       معادله خط   m = 2  یب خط ش  

 ૙૙              y – y0 = m( x – x0 )   ฺ  y – 0 = 2(x – 0 )           ฺ        y = 2x│مبداء مختصات

   m̕ = - ૚૛       A│૚૛ →    y – y0 = m( x – x0 )   ฺ  y – 2 = - ૚૛(x – 1 )    ฺ   y = - ૚૛x + ૞૛ عرض از مبداء

  بگذرد  A│ି૚ି૜ نقطه موازی باشد و از   y = 2با خط )  عادله خطی را بنویسید که الف م:  1مثال 

 بگذرد ؟ B│૝૞باشد و از نقطه  موازی x = - ૚૛   خط  باو معادله خطی را بنویسید که ) ب 

A│ି૚ି૜   ฺ  y = -3     ฺ     y = b 

B│૝૞     ฺ  x = 4       ฺ    x = a  

  

  

  

y = 2 

y = ‐3 

m =0 

2

‐3 

‐1 

x = 
ଵଶ x = 4 

m =∞ 
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برای نوشتن معادله خط مماس بر این منحنی به . از آن را در نظر بگیرید ૚ܡ૚ܠ│Aبه مختصات  Aو نقطه   f(x)تابع : مثال 
  .مطابق فرمول زیر مشتق بگیریم Aاز نقطه  fبرای پیدا کردن شیب خط کافی است از تابع . شیب خط نیاز داریم 

f َ (x) =ܠܕܑܔ՜ܠ૚ ࢌሺ࢞ሻିࢌሺ࢞ሻ࢞ି ࢞૚  
  A│ܠ૚ܡ૚ 

 

  

 

  از این منحنی را بنویسید؟ A│૛૝در نقطه  ૛ܠ=f(x)معادله خط مماس بر منحنی : 1مثال

m = f ՜૛ ࢞૛ି ሺ૛ሻ૛࢞ି ૛ܠܕܑܔ = (2) َ  
= ૙૙ = ሺିܠ૛ሻሺܠା૛ሻିܠ૛ ࢞ ՜૛ܠܕܑܔ =  ൅ ૛ = 4 

y – 4 = 4(x-2)  → y-4 = 4x – 8  → y = 4x – 8 + 4 

   

  از این منحنی را بنویسید؟ A│ି૜ૢدر نقطه  ૛ܠ=f(x)معادله خط مماس بر منحنی : 2مثال

m = f ՜ି૜ ࢞૛ି ሺି૜ሻ૛࢞ିሺି૜ሻܠܕܑܔ = (3-) َ  
= ૙૙ = ሺିܠ૜ሻሺܠା૜ሻܠା૜ ࢞ ՜ି૜ܠܕܑܔ =  െ ૜ = -6 

m = f ՜ି૝ ࢞૛ି ሺି૝ሻ૛࢞ିሺି૝ሻܠܕܑܔ = (4-) َ  
= ૙૙ = ሺିܠ૝ሻሺܠା૝ሻܠା૝ ࢞ ՜ି૜ܠܕܑܔ =  െ ૝ = -8 

  تعریف مشتق
  :نشان می دهیم برابر است با f (x)که بصورت  f(x)در حالت کلی مشتق تابع 

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ࢌሺ࢞ ା ∆࢞ሻିࢌሺ࢞ሻ ∆࢞  
 

 

  را حساب کنید؟ ૛ܠ =f(x)مشتق تابع  :1مثال

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ࢌሺ࢞ ା ∆࢞ሻ ૛ି࢞૛ ∆࢞  
࢞∆՜૙ ࢞૛ା૛࢞∆ା∆࢞૛ି࢞૛∆ܕܑܔ =  

࢞∆ ՜૙ ∆࢞ሺ૛࢞ା∆࢞ሻ∆ܕܑܔ =  
ܠ՜૙ ૛∆ܕܑܔ= ൅ ∆࢞ ൌ ૛࢞   

 

f(x) 

Y=mx+b 

y = 4x ‐ 4 
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ܠf(x)= െ૜مشتق تابع  :2مثال ൅ ૚૛ را حساب کنید؟  

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ࢌሺ࢞ ା ∆࢞ሻିࢌሺ࢞ሻ ∆࢞  
 

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ି૜ሺܠା∆࢞ሻିሺି૜ା૚૛ሻ∆࢞  
= f َ (x)=  ି૜࢞ି૜∆࢞ା૚૛ା૜࢞ି૚૛∆࢞  

࢞∆࢞∆՜૙ ି૜∆ܕܑܔ =  
= -3 

૛ܠf(x)= 2مشتق تابع  :3مثال ൅ ૜ܠ ൅ ૚ را حساب کنید؟  

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ࢌሺ࢞ ା ∆࢞ሻିࢌሺ࢞ሻ ∆࢞  
 

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ૛ሺܠା∆࢞ሻ ૛ା૜ሺܠା∆࢞ሻା૚ିሺ૛࢞૛ା૜࢞ା૚ሻ∆࢞  
= f َ (x)=  ૛࢞૛ା૝࢞∆࢞ା૛∆࢞૛ା૜࢞ା૜∆ା૚ି૛࢞૛ି૜࢞ି૚∆࢞  

=  

࢞∆∆՜૙ ૝࢞∆࢞ା૛∆࢞૛ା૜∆ܕܑܔ  
= ∆࢞ሺ૝࢞ା૛∆࢞ା૜ሻ∆࢞ ՜૙ ૝࢞∆ܕܑܔ =  ൅ ૛∆ ൅ ૜ = 4x + 3 

  را حساب کنید؟ ܠf(x)= ૚مشتق تابع  :3مثال

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ࢌሺ࢞ ା ∆࢞ሻିࢌሺ࢞ሻ ∆࢞  
 

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ૚ܠశ∆ିܠ૚ܠ∆࢞  
= f َ (x)=  ࢞ష࢞ష∆࢞ሺ࢞శ∆࢞ሻ࢞∆࢞  

૛ܠ૚ି = ܠሻܠ∆ାܠ՜૙   ି૚ሺ∆ܕܑܔ= ܠ∆ܠሻܠ∆ାܠሺܠ∆ =  

 

  ) 3=a3+3a2b+3ab2+b3(a+b)= درجه سوم ( را حساب کنید؟  ૜ܠ =f(x)مشتق تابع  :4مثال

  

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ሺܠା∆࢞ሻ ૜ି൫ܠ૜൯∆࢞  
= f َ (x)=  ࢞૜ା૜࢞૛∆࢞ା૜࢞∆࢞૛ା∆࢞૜ି࢞૜∆࢞  

࢞∆՜૙ ∆࢞ሺ૜࢞૛ା૜࢞∆࢞ା∆࢞૛ሻ∆ܕܑܔ =  
 ૛ܠ3 =

૜ܠf(x)= െ૛مشتق تابع  :5مثال ൅ ૛ܠ૛ െ ܠ ൅ ૚ را حساب کنید؟  

  

Fَ (x) = ܕܑܔ∆՜૙ ି૛ሺܠା∆࢞ሻ ૜ି૛ሺܠା∆ܠሻ ૛ା૚ሺି૛࢞૜ା૛࢞૛ି࢞ା૚ሻ∆࢞  
= 

 f َ (x)=  ି૛࢞૜ି૟࢞૛∆࢞ି૟࢞∆࢞૛ି૛∆࢞૛ା૛࢞૛ା૝࢞∆࢞ା૛∆࢞૛ି࢞ି∆࢞ା૚ା૛࢞૜∆࢞  
࢞∆૚൯ିܠ∆ା૛ܠା૝ܠ∆૛ିܠ∆ܠ૛ି૟ܠ൫ି૟ܠ∆ ՜૙∆ܕܑܔ =  

૛ܠ6-= ൅ ૝࢞ െ૚ 
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  فرمول های مشتق
 

1. f(x) = k → fَ (x) = 0 

2. f(x) = kx → f َ (x) = k 

3. f(x) = xn → f َ (x) = nxn-1 

4. f(x) = kxn → fَ (x) = knxn-1 

  :مثال

f(x) = ૛૞ → fَ (x) = 0 

f(x) = -x → f َ (x) = -1 

f(x) = ି૛૜  x→ fَ (x) = ି૛૜  

f(x) = x3 → f َ (x) = 3x2 

f(x) = ૚ܠ૛ = x-2→ fَ (x) = -2x-3 

f(x) = ૚ඥܠ૚૜ ష૚૜ܠ =  → f َ (x) = ି૚૜ ష૝૜ܠ  

  

  :تذکر

f(x) = fَ 1(x) + f َ 2(x)+ …. 

f(x) = f1(x) + f2(x)+ …. 
f(x) = -2x3+2x2-x+1 
f َ (x) = -6x2+4x-1+0 

  :مثال

  

f(x) = ૛ܠ૛ାିܠ૚ܠ૜  = ૛ܠ૛ܠ૜  ૜ = 2x-1+x-2-x-3ܠ૜ - ૚ܠܠ + 

f(x) = 2√ܠ√3 + ܠ૜૝  + ૚૛√ܠ2 = ܠ૚૛ - 3ܠ૜૝ + ૚ܠ૚૛ = 2ܠ૚૛ - 3ܠ૜૝ +૚૛ ࢞ష૚૛  → f َ (x) = ܠష૚૛ - ૝ૢ ࢞ష૚૝  - ૚૝ ࢞ష૜૛  

f(x) = ૝ܠ + ૞ܠ૛ାܠ૜ܠ  = 4x-1 + ૞ܠ૛ܠ ܠ૜ܠ +   = 4x-1 +5x + x2 → f َ (x) = -4x-2 + 5 + 2x 
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  فرمول های مشتق حاصل ضرب و تقسیم
1. h(x) = f(x).g(x) 

hَ (x) = fَ (x).g(x) + gَ (x).f(x) 

2. h(x) = ܎ሺܠሻ܏ሺܠሻ  ه هیچ عنوان مشتق نمی گیریمتوی مخرج کسر ب   

hَ (x) = 
܎ َ ሺܠሻ܏ሺܠሻିَ܏ ሺܠሻ܎ሺܠሻ܏૛ሺܠሻ    مشتق مخرج در صورت –مشتق صورت در مخرج  

3. h(x) = ܎ܓሺܠሻ  → hَ (x) =- 
܎ܓ َ ሺܠሻ܎૛ሺܠሻ  

  :مثال
  ૚ܠ  = - ૚ሺܠሻ ૛             ,   ૚ܠ૜ା૚ = ૜ܠ૛ሺܠ૜ା૚ሻ ૛      ,   ૜ܠ૝ = ି૚૛ܠ૜ܠૡ  = ି૚૛ܠ૞     , ૚ܠ૛ା૛ܠ = ૛ܠା૛ሺܠ૛ା૛ܠሻ ૛ 

f(x) = (x3+2x)(x4-1) → fَ (x) = (3x2+2)(x4-1)+(4x3)( x3+2x) 

g(x) = ૛ିܠ૚ܠ૜ା૛ܠା૚ = gَ (x) = ૛൫ܠ૜ା૛ܠା૚൯ି ሺ૜ܠ૛ା૛ሻሺ૛ିܠ૚ሻሺܠ૜ା૛ܠା૚ሻ ૛  

h(x) = ି૜૝ܠ૜ା૛ܠ = h َ (x) = ૜൫૚૛ܠ૛ା૛൯ሺ૝ܠ૜ା૛ܠሻ ૛ 

  مشتق توابع مثلثاتی
  :فرمول 

1. f(x) = sin x  → fَ (x) = cos x 

2. f(x) = cos x  → fَ (x) = - sin x 

3. f(x) = tan x  → fَ (x) = 1 + tan2 x 

4. f(x) = cot x  → f َ (x) = -(1 + tan2 x) 

  توابع معکوس مثلثاتی
توابع معکوس مثلثاتی توابعی هستند که بر عکس توابع مثلثاتی عمل می کنند به این معنی که مقدار نسبت مثلثاتی 

  .شخص می کندمربوط به یک زاویه را به عنوان ورودی میگیرد و مقدار زاویه را به عنوان خروجی م
  

  :مثال

Sin ૛ૈ = 1 → arc sin 1 = ૛ૈ 

cos ૜ૈ = 1 → arc cos ૚૛ = ૜ૈ 



استاد : شفیعی                                              دانشجو: منصور نوری       ریاضیات عمومی    
 

26 

 

  .مشتق توابع معکوس مثلثاتی از فرمول های زیر بدست می آید

f(x) = arc sin x → fَ (x) = 
ܝ َඥ૚ିܝ૛ 

f(x) = arc sin ܠ૛ → fَ (x) = ૛ܠඥ૚ିܠ૝ 

f(x) = arc cos x → fَ (x) = - 
ܝ َඥ૚ିܝ૛ 

f(x) = arc tan x → fَ (x) = - 
 ૛ܝ ૚ାܝَ

f(x) = arc tan sinx → fَ (x) = - ܛܗ܋  ܠ૛ ܖܑܛ ૚ାܠ

f(x) = arc tan cosx → fَ (x) = - ିܖܑܛ  ܠ૛ ܛܗ܋ ૚ାܠ

f(x) = arc cot u → fَ (x) = - ିܝ૚ା ܝ૛ 

  :مثال

h(x) = arc cos(4x3+2x) → hَ (x) = - ૚૛ܠ૛ା૛ඥ૚ିሺ૝ܠ૜ା૛ܠሻ ૛ 

  مشتق توابع نمایی
f(x) = au → f َ (x) = uَ a.lna 

f(x) = ૜૝ܠ૛ି૜ → fَ (x) = 8x. ૜૝ܠ૛ି૜.ln3 

f(x) = ૛√ܠ → fَ (x) = ૚૛ ࢞ష૚૛ . ૛√ܠ.ln2                 ܠ )یادآوری૚૛ → ૚૛ ࢞ష૚૛  ) 

f(x) = eu → f َ (x) = uَ eu 

  

h(x) = ܠ܍૛→ fَ (x) = 2x. ܠ܍૛ 

h(x) = ܠܖܑܛ܍ାܠܛܗ܋→ fَ (x) = (cosx-sinx). ܠܖܑܛ܍ାܠܛܗ܋ 

f(x) = ܖ܉ܜ܍ ܖ܉ܜ܍ .(ܠ૛ܖ܉ܜ+1) = fَ (x) →ܠ  ܠ

f(x) = ex ՜ f َ(x) = ex 
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  مشتق توابع لگاریتمی

f(x) = ܉܏ܗܔ  = fَ (x) → ܝ
  ܝ.܉ܖܔܝَ

f(x) = ܏ܗܔ૛  ૛ܠ.૛ܖܔ૛ܠ = ૛ → fَ (x)ܠ

f(x) = ܏ܗܔ૜  ܠܖܑܛ.૜ܖܔܠܛܗ܋ = fَ (x) → ܠܖܑܛ

f(x) = lnu → fَ (x) = 
 ܝܝَ

f(x) = ln(ܠ૛ ൅ ૝ܠሻ → f َ (x) = ૛ܠା૝ሺܠ૛ା૝ܠሻ 
f(x) = lnܠܛܗ܋ → f َ (x) = ିܠܖܑܛሺܠܛܗ܋ሻ 

  :مثال

f(x) = ܠ૛ܠܛܗ܋ → f َ (x) = 2xcosx – x2sinx 

g(x) = ܠܖܑܛ. ܠ܍ ൅  ܠgَ (x) = (cosx.ex)+( ex.sinx)+ ૚ → ࢞࢔࢒

k(x) = ܠ. ૛ܠ૛ ൅ ܠ܍܍ ൅ ૚ → kَ (x) =[૛ܠ૛+(2×૛ܠ૛lnx)x]+e0+ܠ܍ 

f(x) = ܠ૛ା૚ܠ܍.ܠ → f َ (x) = ૛ܠሺܠ܍.ܠሻିሺܠ܍.ܠ܍ሻሺܠ૛ା૚ሻሺܠ܍.ܠሻ ૛  

  مشتق توابع مرکب
  :فرمول

h(x) = f(g(x)) → hَ (x) = f َ (g(x))gَ (x)                  یادآوری ( مشتق دوم در اولی + مشتق اول در دومی   ) 

h(x) = sin5x  → hَ (x) = 5sin4x.cosx 

f(x) = sin5x  → fَ (x) = 5 cosx5 

f(x) = sin53x  → fَ (x) = 5sin43x.cos3x.3 

k(x) = (x2+2x)5  → kَ (x) =5(x2+2x)4.(2x+2)   

f(x) = lnx ՜ f َ(x) = 
ଵ୶ 

f(x) = lnlnx ՜ f َ(x) = 
భ౮୪୬୶  = 

ଵ୶ ୪୬ ୶ 
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g(x) = cos32x  → g َ (x) = -3sin22x.(sin2x).2 

f(x) = √૝ܠ૛ ൅ ૞૜   → f(x) = (૝ܠ૛ ൅ ૞ሻ ૚૜ → f َ (x) =૚૜ ሺ૝ܠ૛ ൅ ૞ሻ ష૛૜ . ሺૡ࢞ሻ 

  :درسهای قبلی 1 تمرین

1. y = (t3 + 3t ) ( 1 + ૞ܜ  ) 
2. y = x(x+1)(x-1) 

3. y = ૚ି√ܠ૚ା√ܠ 

4. y = ܖܑܛ ܠܠ  

5. y = ૚ିܖܑܛ ܖܑܛ૚ାܠ  ܠ

6. y = ( 5t2 + ૚૛ )(1 - ૚ܜ૛ ) 

7. y = 2x( 2x + 1 ) (x – 1 ) 

8. y = ܠሺܠ૛ି ૚ ሻܠ૝ି ૚  

9. y = ૚ାܛܗ܋ ܖܑܛܠ ܠ  

10. y = ܖܑܛ ܛܗ܋ାܠ ܖܑܛܠ ܛܗ܋ିܠ  ܠ

11. y = ૛ܠ ା ૜ܠ ା ૛  

12. y = ૜ܠ૛ ା ૛ܠ૛ܠ ା ૞  

13. y = ൫૛ܠ૛ି૚ ൯ሺ૜ܠ૛ା ૚ ሻ૝ܠ૞ି ૜ܠ૛ା ૚  

14. y = ሺିܠ૚ ሻሺܠ૛ା ૚ ሻሺ૛ିܠ૚ ሻሺ૛ܠ૛ା ૚ ሻ    →  ൫ܠ૛ା ૚ ൯ା૛ܠሺିܠ૚ሻ૛൫૛ܠ૛ା ૚ ൯ା ૝ܠሺ૛ିܠ૚ ሻ  
= ൣ൫ܠ૛ା ૚ ൯ା૛ܠሺିܠ૚ሻ൧ൣሺ૛ିܠ૚ ሻ൫૛ܠ૛ା ૚ ൯൧–ൣ૛൫૛ܠ૛ା ૚ ൯ା ૝ܠሺ૛ିܠ૚ ሻ൧ൣሺିܠ૚ ሻ൫ܠ૛ା ૚ ൯൧ൣሺ૛ିܠ૚ ሻ൫૛ܠ૛ା ૚ ൯൧ ૛  
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  : 2تمرین 

1. y = 4cos 3x + 5sin 2x  

2. y = cos x2 

3. y = x2 sin x2 = yَ =2x. sin x2+(2x cos x2)( x2 ) 

4. y = cos2 x sin 2x = yَ = (-2cos x sin x)(sin 2x )+(2cos 2x )(cos2x)  

5. y = sin x – cos x 

6. y = ܖܑܛ ܠܠ  

7. y = √ܛܗ܋ ૜ܠ  = y َ = (cos x) ૚૜ = - ૚૜(cos x) ష૛૜ .sin x 

8. y = ૚ାܛܗ܋ ܖܑܛܠ ܠ  

9. y = ܖܑܛ ܛܗ܋ାܠ ܖܑܛܠ ܛܗ܋ିܠ  ܠ

10. y = sin ( sin x ) = y َ = cos(sin x ).cos x 

11. y = cos ( sin x ) = yَ = -sin x(sin x ).cos x 

12. y = cos sin cos x 

13. y = sin2 √ܠ૛ ൅ ૚ 
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  کاربرد مشتق

  توابع صعودی و نزولی
  :از دامنه تابع داشته باشیم  X1 , X2را صعودی می گوییم هرگاه برای هر  f(x)تابع : تعریف

  X1 <  X2  ↔ f(X1) < f(X2) صعودی

  

 

  :از دامنه تابع داشته باشیم  X1 , X2را نزولی می گوییم هرگاه برای هر  f(x)و تابع 

  X1 <  X2  ↔ f(X1) > f(X2) نزولی 

 

 

است و  f̕(x)>0صعودی باشد  f(x)به این معنی که اگر . برایتعیین صعودی و نزلی بودن تابع از مشتق استفاده می کنیم
  .است f̕(x)<0 تابع نزولی باشد  اگر

  هر یک از توابع زیر را مشخص کنید؟) صعودی یا نزولی بودن ( وضعیت یکنوایی  :لاثم 

y = ૚૜ ܠ૜+5ܠ૛+9ܠ  
y̕ = ܠ૛ + 109 + ܠ x = -1 

( x + 1 )( x + 9 )= 0   x = -9 

  

 

y = ି૜ܠ  

y̕ = ૜ܠ૛ > 0   صعودی  
y = -5x + 4 
  y̕ = -5 < 0   نزولی   

x -∞ -9  
-
1 

+∞ 

y َ
צ ++++++

0
 צ --------

0 
++++++

X1 

F(X1) 

X2 

F(X2) 

X1 

F(X2) 

X2 

F(X1) 

‐9 
‐1 
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  اکسترمم های نسبی و مطلق
و این . می گوییم هرگاه نسبت به نقاط همسایگی اش بیشترین مقدار را داشته باشد f(x)نسبی تابع  maxرا  c نقطه 

  .گوییم هرگاه نسبت به نقاط همسایگی اش کمترین مقدار را داشته باشدمی  f(x)نسبی تابع  minنقطه را 

 minبیشترین مقدار را داشته باشد و   fاست هرگاه نسبت به کل دامنه  f(x)مطلق تابع  maxرا   c نقطه : تعریف
  .کمترین مقدار را داشته باشد fومطلق است هرگاه نسبت به کل دامنه 

  

 

 

  اکسترمم های نسبی

  حرانینقطه ب
در واقع نقاط بحرانی نقاط مشکوک به . موجود نباشد f̕ (c) باشد یا  f̕ (c)=0است اگر f(x)یک نقطه برای تابع   c نقطه 

  .اکسترمم بودن هستند

ابتدا نقاط بحرانی تابع را مشخص می کنیم سپس مشتق را در اطراف نقاط  fبرای مشخص کردن اکسترمم های نسبیتابع 
در صورتی که مشتق تابع قبل و بعد از نقطه بحرانی تغییر علامت داده باشد نقطه مورد . می کنیم  برای تعیین علامت

  .نظر یک اکسترمم نسبی است در غیر این صورت اکسترمم نداریم

  اکسترمم های نسبی تابع زیر را مشخص کنید؟: مثال

 f(x) = 2ܠ૜+3ܠ૛-72ܠ  
f َ (x) = 6ܠ૛+6ܠ →   0 = 72 - ܠ૛ + 0 = 12 - ܠ    x = 

-4 

                               (x + 4 )( x – 3 ) = 0      x = 3 

  f(x) = ૝ܠ૜   - 12 ≠ 0 

f َ (x) = 4(-૜ܠ૛ܠ૟  ) = ି૚૛ܠ૝ قاط بحرانی  ن       غ ق ق ૝ = 0 = 0ܠ    

ି૚૛ܠ૝ اکیداً نزولی می باشد   0 >     

x -∞ -4  3 +∞ 

yَ 
++++++  צ

0
 צ --------

0 
++++++

max  مطلق   

min  مطلق   

max  نسبی   

min  نسبی   

C1 C2 

C3 

maxنسبی

minنسبی 
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y = 16 - 3ܠ9- ܠ૛  
yَ  = -18 – 3 = 0  x = ି૚૟    

 

y = 3√0 ≠ 1                                   3 + ܠ 

yَ  = ૚૜ ࢞ష૛૜ = ૚૜ ඥܠ૛૜ نقاط بحرانی       ૛૜ܠ√3     = 0 =0 

 ૚૜ ඥܠ૛૜ صعودی   0 <   

 

y = ܠ૜ 

yَ  = 3ܠ૛  > 0     همواره صعودی است رمم نسبی نیست و اکست     

 

y = 2ܠ૜-3ܠ૛-364+ ܠ 

yَ  = 6ܠ૛ - 6x – 36   x = 3 ܠ૛ - x – 6 = 0  → ( x + 2 )( x – 3 ) = 0   x = -2 

 

 

y = ܠ૛૜ = √ܠ૛૜   =   ૛૜ ࢞ష૚૜     2 ≠ 0 

 y َ  =  ૛૜ ඥܠ૜૜ ૜      نقاط بحرانی  0 <  ૜૜ܠ√  

 

 

 

 

x -∞ -૚૟ +∞

yَ 
++++++  צ

0
--------

x -∞   0 +∞

yَ 
++++++
  

 צ
0

++++++
 

x -∞   0 +∞

y َ
++++++
  

 צ
0

++++++
 

x -∞ -2  3 +∞ 

yَ 
++++++  צ

0
 צ --------

0 
++++++

x -∞   0 +∞

yَ 
----------
  

 צ
0

++++++
 

maxنسبی

minنسبی 

maxنسبی

minنسبی 
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y = 4x + ૚૟ܠ            D = R – { 0 } ૝ܠ૛ െ ૚૟ = 0 → 4ܠ૛=16  → ܠ૛=4 → x = ±2 

yَ  = 4 - ૚૟ܠ૛   yَ  = ૝ܠ૛ି૚૟ܠ૛  غ ق ق ૛ = 0  x=0ܠ   نقاط بحرانی    0 = 

 
همواره مثبت است  ૛ܠ )      ) 

  
 

 

y = x + ૚ܠ     D = R – { 0 } ܠ૛ - 1 = 0  → ܠ૛=1  → x = ±1 

yَ  = 1 - ૚ܠ૛  = ܠ૛ି૚ܠ૛  ૛ = 0   x = 0ܠ  نقاط بحرانی    

همواره مثبت است  ૛ܠ )      )     

 

 

 

  اکسترمم مطلق
و  faای نسبی همچنین مقادیر ابتدا مقدار تابع را در اکسترمم ه (a,b)روی بازه  fبرای تعیین اکسترمم های مطلق تابع 

fb  را تعیین می کنیم از بین مقادیر بدست آمده بیشترین مقدارmax  مطلق و کمترین مقدار min مطلق تابع است.  

f(x) = 2ܠ૜ - 3ܠ૛ - 36x + 4         ( -3 , 4 )                           f(-2) = 2(-8)-3(4)-36(-2)+4 =  

               f(3) = 2(27)-3(9)-36(3)+4 = 

f(-3) = 2(-27)-3(9)-36(-3)+4 = 

f(4) = 2(64)-3(16)-36(4)+4 = 

  .جواب هر کدام بزرگتر بود اکسترمم مطلق است

  
 

x -∞ -2  2 +∞ 

yَ 
 צ  ++++++

0 
--------  צ

0 
++++++

x -∞ -1  1 +∞ 

yَ 
++++++  צ

0
--------  צ

0
++++++

x -∞ -2  3 +∞ 

yَ 
 צ  ++++++

0 
--------  צ

0 
++++++

maxنسبی 
minنسبی 

maxنسبی
minنسبی

maxنسبی 
minنسبی 
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  جهت تقعر منحنی
لای خط مماس قرار داشته باشد و مقعر رو به پایین می گوییم را مقعر رو به بالا می گوییم اگر منحنی با  f(x)منحنی 

  .هرگاه پایین خط مماس قرار گرفته باشد

   از مشتق دوم تابع استفاده می کنیم به این معنی که بازه هایی که در آنها f(x)برای تشخیص جهت تقعر منحنی 

 (x)൐ 0 ََf باشد تابع مقعر رو به بالاست و بازه هایی که در آنها  (x)൏ 0َ َf باشد تابع مقعر رو به پایین است.  

  

 

  نقطه عطف
  .اگر مشتق در جهت تقعر تابع قبل و بعد از آن تغییر کند . نقطه عطف تابع ریشه مشتق دوم نقطه عطف تابع است 

  

  

  آزمون مشتق دوم
باشد و مینیمم نسبی تابع است  C < 0   َ َfماکزیمم نسبی تابع است اگر Cباشد نقطه  f(x)نقطه برای تابع  Cفرض کنید 

  .باشد C > 0   َ fَ اگر

            fََ  َ(c1) < 0 → max  نسبی   

                           fََ  َ(c2) > 0 → min  نسبی  

 

  ؟)ر تابع صعودی، نزولی، اکسترمم های مطلق و نسبی، عطف و جهت تقع( جدول تغییرات توابع زیر را رسم کنید  :مثال

y = cos x      ( 0 , ૈ )    x = 0                                    y َ ൏ 0  نزولی  

y َ = - sinx = 0   x = ૈ 

-cos x = -1 ൏ 0      max    نسبی 

yََ  َ= -cos x        نقاط بحرانی       - cos ૈ = 1  ൐ 0        min  نسبی  cosx = 0  ՜  ૛ૈ- =   نقطه عطف         

بالاتقعر رو به   

f َ َ ൏ 0 f َ َ ൐ 0 
پایینتقعر رو به   

f َ َ ൏ 0 

f َ َ ൐ 0 

 نقطه عطف

C2  C1 

max 

min 
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  : 2مثال 

y = ܠ૛ = 2x + 1          ( -2 , 2 ) 

y َ= 2x + 2 = 0    x = -1 

y َ َ= 2      عطف ندارد    

f(-1) = 1 – 2 + 1 = 0         min  مطلق  

f(-2) = 4 – 4 + 1 = 1 

f(2) = 4 + 4 + 1 = 9          max   مطلق 

  : 2مثال 

y = √࢞૛ ൅  ૛૞   = ( ܠ૛  + 25 ) ૚૛    

y َ= ଵଶ ( xଶ + 25 ) షభమ   + x( - ଵଶ )(xଶ+ 25) షయమ (2x)  = ୶√୶మା ଶହ 

و    x = 0  نقاط بحرانی    ૛  + 25 ് 0ܠ   

y َ َ = ૚√୶మା ଶହ - ୶ඥሺ୶మା ଶହሻ ૜  = ૛૞ඥሺ୶మା ଶହሻ ૜ ൐ 0 تقعر رو به بالاست و نقطه عطف ندارد 

  : 3مثال 

xy = 1  =  y = ૚ܠ 

y َ= ି૚ܠ          y َ൏ 0    و اکسترمم نسبی نداردنزولی  

y َ َ= ૛ܠܠ૝  =  ૛ܠ૜       نقطه عطف ندارد  

 

یمومع یضایر سرد نایاپ  

 

x -∞   -1 +∞

yَ 
----------
  

 צ
0

++++++
 

x -∞    0 +∞ 

yَ 
----------
  

 צ
0

++++++ 
 

x -∞    0 +∞ 

yَ 
----------

نییاپ هب ور رعقت   
 צ
ن ت

++++++ 
لااب هب ور رعقت  

min ینسب

minنسبی 


